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Resumo:

O problema a ser tratado neste trabalho resume-se a determinar as dimensdes étimas de |ajes pré-moldadas de
concreto armado, de forma a minimizar seu custo por metro quadrado de area construida, preservada a estabilidade
estrutural da peca e respeitadas as normas técnicas vigentes, usando um modelo de programacéo nédo-linear. Para
tanto, realizoua-se um estudo exploratério, de natureza bibliogréfica, com abordagem quantitativa em que por meio
do auxilio do pacote matematico MatLab, usando o Método das Barreiras (BAZARRA, 1979; HEIN, 1999), sdo
analisados os resultados obtidos. Os principais beneficios que podem ser advindos com a resolugdo do problema
descrito, estdo ligados melhor utilizac&o dos recursos das empresas por meio do dimencionamento dos custos em
lajes pré-moldadas, repercutindo no adequado modelo matematico de projeto 6timo. Além disso, a melhor utilizacdo
dos recursos econdmicos permitir& concentrar esforgos em outros envestimentos.

Areatemética: Aplicaco de Model os Quantitativos na Gestdo de Custos
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Custos no dimensionamento de lajes pré-moldadas:
um modelo matematico de projeto 6timo

Resumo

O problema a ser tratado neste trabalho resume-se a determinar as dimensdes otimas de lajes
pré-moldadas de concreto armado, de forma a minimizar seu custo por metro quadrado de
area construida, preservada a estabilidade estrutural da peca e respeitadas as normas técnicas
vigentes, usando um modelo de programacdo ndo-linear. Para tanto, realizou-se um estudo
exploratério, de natureza bibliografica, com abordagem quantitativa em que por meio do
auxilio do pacote matematico MatLab, usando o Método das Barreiras (BAZARRA, 1979;
HEIN, 1999), sdo analisados os resultados obtidos. Os principais beneficios que podem ser
advindos com a resolucdo do problema descrito, estdo ligados melhor utilizacdo dos recursos
das empresas por meio do dimencionamento dos custos em lajes pré-moldadas, repercutindo
no adequado modelo matemético de projeto 6timo. Além disso, a melhor utilizacdo dos
recursos econémicos permitira concentrar esfor¢cos em outros envestimentos.

Palavras-chave: Custos de lajes pré-moldadas. Modelo matematico. Otimizacao de recursos.

Area Tematica: Aplicacio de Modelos Quantitativos na Gest&o de Custos

1 Introdugéo

O dimensionamento convencional de estruturas de concreto armado visa obter
simplesmente um detalhamento de uma secdo, cujos esforcos resistentes sejam capazes de
suportar com a devida seguranca os esforgos atuantes e que, a0 mesmo tempo, satisfaca aos
requisitos e prescricdes de norma. Sem embargo, para um mesmo carregamento atuante,
existem diversas configuragdes possiveis que satisfazem a tais requisitos e, por conseguinte
muitas solucbes sdo consideradas aceitaveis. Entretanto, na atualidade com a alta
competitividade do mercado, existe a necessidade cada vez maior em se diminuir 0s custos
das construcdes (CHAKRABARTY, 1992). Assim sendo, é cada vez mais importante a
obtengédo de um detalhamento menos custoso das se¢Oes de concreto, ou seja, onde 0 consumo
de materiais seja 0 menor possivel sem comprometer a estrutura.

Este objetivo é alcancado por meio da utilizagdo de uma técnica de otimizacédo, cuja
finalidade é selecionar a melhor solucéo entre as muitas possiveis, tendo por base um ou mais
critérios, como por exemplo, menor custo e critério de resisténcia.

No artigo que se apresenta, o objetivo & construir, resolver e avaliar um modelo
matematico que busca a solu¢do 6tima do dimensionamento de uma laje pré-fabicada de
concreto armado. Para tanto serdo usadas as ferramentas da programacdo matematica, que €
uma metodologia (conjunto de métodos) bem definida que atende (via linguagem matematica)
objetivos a serem alcancados e restricGes a serem respeitadas.

Basicamente, para o problema que se apresenta 0 Modelo Matematico é do tipo:

Minimizar f(x) (1)

. < i =1... 2

Sujeito a: 9,0) <0t =L...m 533
xeScIR"

A expresséo (3) significa que pode ocorrer que as funcbes f e g, de (1) e (2) estejam

definidas somente sobre um subconjunto de IR". Stange (1982) exp8e que, por exemplo,
basta que uma das variaveis definidas abaixo venha a ser negativa para que o problema néo
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tenha mais sentido pratico. O mesmo acontecerd se uma dessas variaveis resultar muito
grande. Na verdade, para que o método de resolucdo a ser empregado convirja deve-se ter S
como um conjunto robusto.
As variaveis basicas X,,...,X, Selecionadas s&o as seguintes:
X, = espessurada laje,
= altura da viga lateral,
= base inferior da viga lateral,

X

X

x, = largura de calculo da laje,

Xx. = Comprimento de calculo da laje
X

= distancia da face superior da laje até sua linha neutra,
x, = distancia da face superior da laje até a linha neutra da viga,

sendo os valores e, e,, e, constantes.

Fixadas as variaveis do problema, coloca-se a questdo da constru¢do da funcédo
objetivo, ou seja, a funcdo (1) a ser minimizada. Essa funcdo devera descrever
matematicamente o curso total da laje por metro quadrado de area construida, envolvendo,
portanto, custos de material e de mé&o de obra. Tem-se entdo:

(4)

5
2, ()
f(x)=—"—
(x) S0
onde:
S= é&rea coberta pela laje,

f, = custo da concreto,

f, = custo da forma,

f, = custo do acabamento,
f, = custo da montagem,

f. = custo do aco,

Este conjunto de fungbes sera descrito a seguir.

A pesquisa justifica-se pela contribuicdo da analise do gerenciamento do processo de
producdo de lajes pré-moldadas sobre cada uma das diferentes formas de producdo uma vez
que esta consome recursos econdmico-financeiros de forma consideravel na construgao civil.

A organizacdo do trabalho deve-se por meio de partes interrelacionadas. Além desta
introdugdo que faz consideragGes preliminares sobre a atividade de redimencionamento dos
custos de lajes pré-moldadas. No momento seguinte apresenta 0 modelo técnico da obra. Em
seguida aborda as restricdes do problema. Depois, descreve o modelo matematico. Por fim,
apresenta os resultados e as referéncias que fundamentam a abordagem.

2 O Modelo técnico da obra

Neste item € elaborado o modelo técnico da obra, respeitando as equagGes estruturais
fornecidas pelo calculo estrutural (FUSCO, 1981). A laje cobre uma area. Esta area é dada por
(KANAGASUNDARAM, 1990):

S(X) = (X3 + X,).(X3 + Xs) )
O custo do concreto seré dado por:
1:1 (X) = (al + az)V(X) (6)

onde:
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a, = preco de um metro clbico de concreto,

a, = custo da mdo de obra para 0 emprego de um metro clbico de
concreto (SHEHATA, 1998);
v = volume da laje em m3, dado por:

V(X) = (X5 + Xg5).(X5 + X, —2€5)X, +(2X5 +8,).X,.(X, + X5 —€5). (7)
Inclui-se o custo da forma (STANGE, 1982) que € calculado pela equagéo 8:
8
f,(x) = (a5 +2,)Se(x) 8
N
onde:

a, = preco do material utilizado para a confecgdo da mesma, por metro
quadrado;

a,= custo da mdo de obra para a fabricacdo da forma (SARMA,
1998), por metro quadrado de material consumido. — Notar que
este coeficiente pode, eventualmente, vir a ser dado por uma
funcdo de x,, i=1,...,5 dependendo do processo de fabricacéo da

forma. Por exemplo, fabricar uma forma de 10 m de
comprimento pode ser mais barato que fabricar duas de 5 m cada;
S, = superficie de material utilizado, dada por:

9)

Se(X) =X3(X, +X5) +2(X, +€,).(2X5 + X, + X5 )+ (X, +€, =X ).(X, + X5 —€;)

N. = ndmero de vezes que a mesma forma é utilizada.

Tratando-se de uma peca pré-fabricada, € necessario considerar o custo de acabamento
da mesma (MONTOYA, 1994). Incluem-se neste item, a correcdo de pequenas falhas na
superficie da peca, a colocacdo de ganchos para sua suspensdo por um guindaste, etc (MELO,
2000). A funcéo correspondente sera:

f3 (X) =agh (X) (10)
onde:
a, = Custo da hora de trabalho dos operarios engajados no acabamento
da peca;
r,=Nudmero de horas de trabalho desses operarios, dado em funcéo
das dimensdes da peca.

Nos custos de montagem da peca pré-fabricada, consideram-se 0s custos de méo de
obra bem como as despesas com guindaste e demais equipamentos utilizados (STANGE,
1982):

f4 (X) =aglh, (X) (11)
onde:
a, = custo de mao de obra e despesas com equipamento, por hora de
trabalho;
r, = nhamero de horas de trabalho necessarias para a colocagéo da
peca, dado em funcédo de suas dimensdes.

Nesta parcela de funcdo objetivo estd incluido o célculo da ferragem necessaria para
combater as tensbes as quais a peca estara submetida (KANG, 1993), havendo sido
consideradas as seguintes:

(i) momento fletor no sentido transversal da laje;
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(i) momento fletor no sentido longitudinal da viga, sendo esta calculada como uma
viga T;
(ili)  cisalhamento na viga;
A armadura transversal da laje, por metro de largura, serd dada por:
Z, () (12)

S

F1 (X) =

onde:
B, = coeficiente de resisténcia do ago a tragao;

z, = forca de tracdo na laje, considerada como sendo igual a de
compressdo, uma vez que ndo esta prevista armadura de
compressdo, ou seja, deve valer sempre.

DL = ZL, (13)
com Z, dada por:
14
chsi—;(G—sL),Se:OésLSZ (14)
2 (x) = 3e, -2
BeXs————,5€:2<g, <35
3e,

Com:
B. = coeficiente de resisténcia do concreto a compressao,

g, = taxade compressdo de concreto na laje, dada por:

15
5L () = o
Xl_hL —Xg

A armadura transversal da longitudinal da viga sera dada por (ZIENKIEWICZ, 1990):

FZ (X) — Z\é(x) ’ (16)

S

sendo
Z,, = forca de tragdo na viga, também considerada igual a de
compressdo, ou seja:

D, =Z,. (17)

Para a determinacdo de Z,,, faz-se necessario distinguir entre dois casos (GROSSI, 1998):
(i) quando a linha neutra da viga estiver dentro da laje: x, < x,.
(i)  quando a linha neutra da viga estiver fora da laje: X, > X;.
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Para o primeiro caso tem-se:

Zv (X) :aVBCbVDX7’ (18)
Onde:
b,, = largura util da viga, ou seja
X (19)
by (X) = min 37 XX
VD - 2 ! 2 '

e o coeficiente a.,, € dado pela fungao:

20
8—V(6—8\,),se:0£s\,£2 (20)
12
ay(X)=173 2
Y — se:2<g, <35
3ey
sendo ¢,, a taxa de compressdo do concreto na viga, dada por:
21
SV(X):—SGX; (21)
AV
Com:
g, = taxade tracdo do aco tomada aqui como constante igual a 50%;
e
h, = altura (til da viga, dada por:
h, (X) =X, +e,—h (22)

onde h,, é uma constante e representa a espessura do recobrimento da armadura da viga.

Para o segundo caso tem-se que:
Z,(x)=D, -Dy,, (23)

onde:
D, ¢ a forca total de compresséo, como se a viga fosse retangular com base b, .

No entanto, a viga é calculada como viga T, fazendo-se necessario subtrair a parte que falta, a
qual corresponde a forca de compresséo. Dai surge:

Dy (X) =0, (byp =0y )X, —X,)By (24)
com
b, = largura minima da viga, dada por:
bmin (X):min{x3’bo} (25)

e ainda:
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g' , .
—V(G—SV),SGZOSSVSZ (26)
o, (x) =1 12

1 3e',,—2

~ se:2<g, <35
3e'y,

Sendo:
g, = taxa de compressdo do concreto na face inferior da laje, dada por
(AHMAD, 1979):

va (X) — 8V(X7 _Xl) (27)

com g,,dada em (21).

Na armadura de cisalhamento faz-se necessario distinguir entre trés casos (VAZ, 1990):

a) To < 1012 (28)
b) Tor < Ty < Ty (28°)
C) To2 < To < To3 (28”)

onde t,,, T, € T, S&0 constantes conhecidas e t,é a tenséo de cisalhamento existente na
viga, dada por:

VVmax (29)
Tg =
Zmein
Onde:
V.« = forca transversal maxima na viga, dada por:
1 30
VVmax(X):EqVXS ( )
com
q, = carga total da viga por metro, dada por:
1 31
4, (9= 21,0+, () Gy
para
g, = Peso proprio da peca, dado por:
e 32
gv(x):pxl(x3+x4)+2px2(x3+?3)+p1(x3+x4), (32)
Onde:

p = peso especifico do concreto,
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p, = revestimento da laje

e
pv(x) = pz(X3 +X4) (33)
Onde:
p, = carga permanente sobre a laje;
e

z,, = braco de alavanca interno da viga.

Para o calculo de z,, imp&e-se novamente distinguir entre 0s casos

(i) X, =X,
(i) X; > X,.
No primeiro caso vale:
z,(X)=h, -K,,X; (34)
onde
h, édadoem (22) e
_ 35
%,SG:OSSVSZ ( )
Kav (X) = __ oV
£y (32y 4)+2,se:2<sv <35
2¢e,, (eg, —2)

com g,, dado em (21).
No segundo caso tem-se:

z,=h,—-a (36)

X
onde

X7 _Dv1[X1+Ka2 (X7 _Xl)] (37)

ax(x)= DVKal D
v

com D,, e D,, sendo dadas em (17) e (24), respectivamente, e:

Kal = KaV (38)
com K, dado em (35) e:
_g' 39
&,SGZOSSVSZ (39)
4(6-¢'y,)

Kao(x) = g'y (3e'y—4)+2

2¢',, (3e'y —2)

,8e:2<¢g, <35
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onde g, e ¢', sdo dadas em (21) e (27), respectivamente.

Finalmente, a ferragem de cisalhamento sera:

a) Se 7, dado em (29) satisfizer z, <7,,,, SO sera exigida armadura minima, isto e
F,= 4 ¢ 6 mm por metro, ou seja
F,= 113,10 mm#/m. (40)

b) Se 1y, <1,<1y,, € permitido o uso de armadura reduzida, ou seja:

41
F3 = i bmin ( )
Ge
onde:
o, = Tensdo maxima permissivel para o aco, que é:
o, = Min {2400, B,/v} (42)
com v sendo o coeficiente de seguranca e b, dado por (25) e:
2 (43)
T= max{0,4ro;r—°}
To2
c) Se 1, <7, <14, Seraexigida a armadura total, ou seja:
F3 = T_O bmin (44)
(e}

e

com o, e b, dados no caso b) acima.

Uma vez obtidas as trés diferentes ferragens, € possivel exprimir a tltima parcela da
funcdo objetivo, ou seja:

f.(x)=p, (@, +a,)[sF, + 2(x; + x, J(F, + F,L)] (45)
onde:

p, = Peso especifico do aco;
a, = Custo do aco por tonelada;
ag = Custo da mao de obra a confeccdo das armaduras, por tonelada de
aco empregado;
s= Superficie da laje, dada por (5);
F, = Armadura transversal da laje, dada por (12);
F, = Armadura longitudinal da viga, dada por (16);
F, = Armadura de cisalhamento da viga, dada por (40), (41) ou (44);

L= Comprimento de cada estribo da armadura de cisalhamento dado
por:
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L(X) =2(x, +X,) (46)

3 As restri¢cdes do problema

O equilibrio das forgas internas, em um dimensionamento 6timo, tanto na laje como na
viga, deve valer:

vM-Dz =0 47)

No entanto, para que o conjunto viavel do problema de otimizacdo seja robusto
(STANGE, 1982), ndao se admitem restricdes de igualdade e a expressdo (47) sera
enfraquecida para:

vM-Dz<0 (48)

O que nédo oferece nenhuma desvantagem. Pelo contrario, fornece um critério a mais
para se saber se o resultado obtido é um ponto de 6timo ou néo, pois se for, a igualdade (47)
estara necessariamente satisfeita. Note-se, no entanto, que esta € uma condi¢do necessaria,
mas néo suficiente.

O equilibrio das forcas internas na laje obedecem a equacéo:

VM, -D,z, <0 (49)

onde D, e dadoem (13), v é o coeficiente de seguranga e VM, = momento de ruptura da laje,
dado por:

1 50
ML () =2 0,6 0
onde:
g, = carga por metro no sentido transversal da laje:
qL(X) =P+ P+ Xy, (51)
Com p, p, e p, dados na secéo anterior.
z,(x)= braco interno de alavanca da laje, dado por:
z, (x)=h, - K X (52)
Com:
h, = Altura (til da laje, ou seja:
h,(X)=x,—-h_ (53)

Com h__ sendo a espessura do recobrimento da armadura da laje em que:
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_ 54
8z ,se:0<g <2 &4
4(6—-¢,)

LB, —4)+2
2¢, (3e. —2)

Ko (%) =
,Se:2<g <35

Do equilibrio das forcas internas da viga tem-se que:
vM,, -D,z, <0 (55)
Com D,, dado em (17) e z,, dado (34) ou (36), conforme o caso e:

vM,, = Momento de ruptura da viga:

1 56
My 00 = £ 0, (56)

Onde q,, é dado por (31) e v é o coeficiente de seguranga.

As tensdes de cisalhamento na viga ndo pode ultrapassar a tensdo maxima admissivel
1,3 fixada pelas normas técnicas:

Ty STy (57)
Onde 7, é dado por (29).

Segundo as normas técnicas, a taxa de deformacao do concreto devida a tensdes de
compressdo deve manter-se entre 0 %O e3,5 OOO ,0U seja:

(1) Para a laje deve valer

g —35<0 (58)
—g <0, (59)

Com ¢, dado em (15).
(i) Para a viga deve valer

g, —35<0 (60)

-g, <0 (61)
Com ¢,, dado em (21).

Obedecendo as normas técnicas, a altura total da viga deve ser tal que a flecha maxima
devida a flexdo se mantenha dentro de limites pré-fixados (SUSSEKIND, 1980):
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2 62
e, +x, > %5 (62)
150

Por razdes construtivas, e pré-fixada uma altura maxima H,, para a viga, ou seja:
X, <H, (63)

As cotas: superior e inferior para a base da viga, por imposicdo das normas técnicas
e/ou por razdes construtivas, tem-se:

X, <B, (64)
by, <X, (65)

Quanto as cotas: superior e inferior para a espessura da laje, novamente por razdes
construtivas e/ou imposic¢Ges das noras técnicas, sdo dadas por:

X, <T, (66)
t, <X, (67)

Para que a laje possa ser calculada como viga; isto €, para que seja valido o0 método de
calculo aqui apresentado, a largura da laje ndo deve ultrapassar a metade de seu comprimento:

2X, < X¢ (68)
A cota superior para o comprimento da laje e inferior para sua largura sdo dados por:
Xs <L, (69)
e
X, 2| (70)

Onde L, e I, sdo fixados por razdes construtivas.
A taxa de armadura longitudinal da viga ndo deve ultrapassar uma certa percentagem k
da é&rea da secdo transversal dessa viga (CUNHA, 1984):
F, <kS; (71)
Onde F, é dadaem (16) e

S, = Area da secio transversal da viga, dada por:

1 72
Sr =eX, +E[2(X3 _el)+e3](X2 +€, _Xl) (72)

4 O Modelo Matematico
Resumido, o modelo matematico para o problema proposto sera entao:
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min f(x) =ZS“((— “)
Sujeito a:
9,(x) =vM_ () -D_(X)z_ (x) <0 (49)
gz(x):VMV(X)_DV(X)Zv(X)SO (55)
05(X) =14(X) — 14, <0 (57)
9,(x)=¢,(x)-35<0 (58)
9s(X) =-£.(x) <0 (59)
gs(x)=¢,(x)-35<0 (60)
g,(x) =—&,(x) <0 (61)
6, (x) = —2 %2 +x2 (62)
150<0

gy(X)=%x,-H, <0 (63)
950(X) =%;—B, <0 (64)
9,.(X)=b, =%, <0 (65)
91 (x) = X, =T <0 (66)
9i(X) =t —%; <0 (67)
91, (X) =2X, =X <0 (68)
0,:(X)=x;-L, <0 (69)
g,(X)=1_-%,<0 (70)
9;7 (%) = F,(x) —kS;(x) <0 (71)

5 O Resultados

Os objetivos de construir, resolver e avaliar um modelo matematico que buscasse a
solucdo 6tima do dimensionamento de uma laje pré-fabicada de concreto armado foram
concluidos. Para tanto foram utilizadas ferramentas da programacdo matematica, que é uma
metodologia (conjunto de meétodos) bem definida que atende (via linguagem matematica)
objetivos a serem alcancados e restricGes a serem respeitadas.

O problema tratado neste trabalho apresentou as dimensdes Otimas de lajes pre-
moldadas de concreto armado, de forma a minimizar seu custo por metro quadrado de area
construida, preservada a estabilidade estrutural da peca e respeitadas as normas técnicas
vigentes, usando um modelo de programacéao néo-linear.

Assim, com o auxilio do pacote matematico MatLab, usando o Método das Barreiras
(BAZARRA, 1979; HEIN, 1999), buscou-se a analise do modelo. A partir do ponto inicial
x@, ao qual corresponde o valor da funcéo objetivo f© . Foi obtida a solucdo x*, a qual
corresponde o valor da funcdo objetivo f*, como mostra o Quadro 1.

x° X* Dimenséo
X, 10,0 9,0 [cm]
X S 24,0 32,0 [em]
X, 17,5 11,0 [em]
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y 1 158,0 288,0 [cm]
X, 595,0 600,0 [cm]
X 1,395 1,79 [em]
X, 5,72 3,66 [cm]
F 77,39 50,00 [U.M./m?](*)

Quadro-1: solucdo do modelo de programacéo matematica.

Ao ponto de 6timo x* correspondem as ferragens

F = 6,26cmzm
F,=7,41cm?
F, = 1,30 cm?/m

Os principais beneficios que podem ser advindos com a resolu¢cdo do problema
descrito, estdo ligados a utilizacdo dos recursos das empresas por meio do dimencionamento
dos custos em lajes pré-moldadas, repercutindo no adequado modelo matematico de projeto
otimo. Além disso, a utilizacdo dos recursos econdmicos permitira concentrar esforcos em
outros envestimentos.

(*) A abreviatura U.M./m2 significa “Unidades Monetérias por metro quadrado”.
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