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Resumo:

Este trabalho tem por objetivo apresentar a programacao linear como uma das ferramentas constituintes da pesguisa
operacional, utilizada para minimizar os custos de producéo. Para tanto, em um primeiro momento, sdo apresentadas
as fases de resolucdo de um problema em pesquisa operacional. Logo a seguir, estabelece-se a formulagéo do
problema geral da programacéo linear. Na sequiéncia, desenvolve-se um problema de minimizacéo de custos de
producédo, aplicando-se a programacao linear. Finalizando o trabalho, sdo abordadas algumas proposi¢ées em torno
do assunto.
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CALCULO DE MINIMIZACAO DOS CUSTOS DE PRODUCAO POR MEIO DA
PROGRAMACAO LINEAR

Custos para tomada de decisdes

Resumo: este trabalho tem por objetivo apresentar a programacao linear como
uma das ferramentas constituintes da pesquisa operacional, utilizada para
minimizar os custos de produgdo. Para tanto, em um primeiro momento, sédo
apresentadas as fases de resolucdo de um problema em pesquisa operacional.
Logo a seguir, estabelece-se a formulacdo do problema geral da programacgao
linear. Na sequéncia, desenvolve-se um problema de minimizagdo de custos de
producédo, aplicando-se a programacdo linear. Finalizando o trabalho, sao
abordadas algumas proposi¢cdes em torno do assunto.

1 Introducéao

O uso de ferramentas da Pesquisa Operacional na promoc¢éo da
eficiéncia e eficacia organizacional em todos os niveis da gestdo é uma
realidade viabilizada pelo microcomputador e pelo avango do estado da arte.
Com o fim da reserva de mercado, no inicio da década de 1990, e a reducao
nos custos dos equipamentos de informatica, o uso dos sistemas de apoio a
decisdo foi amplamente difundido nas organizacdes brasileiras [Goldbarg &
Luna, 2000].

A abordagem quantitativa de apoio a decisdo, antes relegada a
segundo plano pelos executivos, por esta possuir formulagcbes matematicas e
estatisticas com elevado nivel de dificuldade e softwares de dificil interface com
0 usuario, hoje, sdo amplamente aplicadas. Talvez a mais presente no
cotidiano organizacional seja a programacao linear.

A programacdo linear aplica-se a problemas de planejamento
como a alocagédo de recursos entre demandas competitivas ou a combinacao
eficiente de coisas. As empresas de pecudria querem misturar alimentos a
baixos custos para fornecer nutricdo suficiente para seus rebanhos. Refinarias
de petrdleo devem decidir se produzem em uma refinaria mais combustivel
com determinadas especificacdes. Gerentes de producdo devem decidir se
seus lucros podem ser maximizados produzindo mais o produto A e menos o
produto B ou vice-versa. Decidir investir em determinado fundo ou outro. Esses
séo alguns tipos de problemas solucionados pela programacao linear.

Sob esta perspectiva, o presente trabalho procura apresentar a
programacao linear como ferramenta da pesquisa operacional utilizada para
minimizar os custos de producdo. Inicialmente, sdo apresentadas as fases que
fundamentam a andlise de um problema em pesquisa operacional. Em um
segundo momento, estabelece-se a formulacdo do problema geral da
programacéao linear. A seguir, desenvolve-se um problema de minimizacao de
custos de producdo, aplicando-se a programacao linear. A titulo de concluséo,
séo tecidas algumas considera¢des em torno do assunto.
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2 Fases daresolugcéo de um problema em pesquisa operacional

De um modo geral, a analise de um problema e a sua formulac&o
dentro dos padrbes da pesquisa operacional, deve desenvolver-se segundo
seis fases, quais sejam: a definicdo do problema, a construcdo do modelo, a
solucdo do modelo, a validacdo do modelo, a implementacdo dos resultados e
a avaliagao final, conforme descreve Andrade [1998, p.11].

A definicdo do problema, baseia-se na descricdo exata dos
objetivos do estudo, na identificacdo das alternativas de decisao existentes e,
no reconhecimento das limitacdes, restricdes e exigéncias do sistema.

Quanto a construcdo do modelo, varios tipos de modelos podem
ser elaborados. Entretanto, em programacéo linear, um modelo padrdo €
estabelecido, de natureza matematica.

A solucdo do modelo, € obtida pelo algoritmo mais adequado, em
termos de rapidez de processamento e precisao de resposta.

A validacdo do modelo se da através da capacidade do modelo
em fornecer uma previsdo aceitdvel do comportamento do sistema e uma
resposta que possa contribuir para a qualidade da decisao a ser tomada.

No que concerne a implementacdo dos resultados, uma vez
avaliadas as vantagens e a validade da solucdo obtida, esta deve ser
convertida em regras operacionais.

Na avaliacdo final, é necessério levar-se em conta que o modelo
estabelecido é apenas uma representacdo simplificada da realidade. Desse
modo, a experiéncia dos decisores sera de fundamental relevancia.

E importante ressaltar que, os passos apresentados ndo possuem
uma sequéncia rigida, entretanto, configuram-se em etapas a serem vencidas
no decorrer do processo.

3 Programacaéo linear

A programacdo linear € uma das técnicas mais conhecidas e
usadas na solugdo de problemas de otimizagdo [Wagner: 1986]. O
desenvolvimento da programacao linear certamente figura entre os avancos
cientificos mais importantes da segunda metade do século XX, chegando a
render um prémio Nobel na area de Economia no ano de 1975 devido as
aplicacdes da programacéo linear a um problema econémico de alocacédo de
recursos. Atualmente, reconhece-se a programacgao linear como uma
ferramenta matematica que permite a economia de alguns milhares de reais a
empresas de porte variado, com seu uso expandindo-se progressivamente a
outros setores da sociedade [Barbosa: 1997].

Aplicacdes tipicas da programacgéo linear sdo encontradas em
problemas de planejamento de atividades na agricultura, na industria
petrolifera, nos transportes, no setor financeiro, no setor hidroelétrico e na area
de telecomunicacdes, entre outras [Barbosa: 1997].

A forma mais comum de aplicacdes consiste em alocar recursos
limitados a atividades competitivas, de maneira Otima. Desse modo, a
programacéao linear € empregada quando se deseja selecionar uma particular
combinacéo de atividades que competem por recursos escassos, 0S quais S&o
necessarios para a execucdo daquelas atividades [Barbosa: 1997].
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A programacéo linear foi evidenciada em termos matematicos por
G. B. Dantzig em 1947, para resolver problemas de logistica da Forca Aérea
Americana. Decorreu-se um periodo de rapido desenvolvimento e aplicacfes a
problemas de gerenciamento da producdo, os quais, eram resolvidos por
experiéncia e intuicdo. O uso da programacao linear permitiu alcancar um
consideravel aumento da eficiéncia dos processos de producdo. Até entdo os
incrementos de eficiéncia eram obtidos predominantemente através de
inovacdes tecnoldgicas, sujeitas aos seus riscos intrinsecos e custos. Assim,
essa nova forma de ganhar eficiéncia, sob as condi¢cdes tecnoldgicas
existentes, através de melhoramentos na organizacdo e no planejamento das
atividades, deu credibilidade a programacao linear como ferramenta de grande
relevancia para a solucdo de problemas do mundo real [Barbosa: 1997].

Para Goldbarg e Luna [2000], os modelos de programacéao linear
sdo um tipo especial de modelos de otimizacdo da programacédo matematica.
Nesse sentido, para que um determinado sistema possa ser representado por
meio de um modelo de programacédo linear, ele deve assumir as seguintes
caracteristicas:

Proporcionalidade: a quantidade de recurso consumido
por uma dada atividade deve ser proporcional ao nivel
dessa atividade na solucédo final do problema. Além disso,
0 custo de cada atividade € proporcional ao nivel de
operacdo da atividade.

Nao negatividade: deve ser sempre possivel desenvolver
dada atividade em qualquer nivel ndo negativo e qualquer
propor¢do de um dado recurso deve sempre poder ser
utilizado.

Aditividade: o custo total é a soma das parcelas
associadas a cada atividade.

Separabilidade: pode-se identificar de forma separada o
custo (ou consumo de recursos) especifico das operacdes
de cada atividade.

No intuito de avancar um pouco mais no uso da programacao
linear, é importante definir e desenvolver alguns conceitos matematicos,
comecando pelo conceito de linearidade. Programacéo linear € um modelo
matematico de otimizacdo no qual todas as funcbes s&o lineares. Isso
determina que cada variavel que aparece na formulacdo do problema esta na
forma

k.x
onde:
k representa uma constante e;
x determinada variavel.

O segundo conceito importante da programacao linear é o de

somatorio. Sua notacdo € representada pela letra sigma (). Considere a
expressao a seguir:
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a;.X; + ax. Xy + as. Xz + as. Xy

Ao invés disto, pode-se representar esta expressdo na forma do
somatorio, a qual é apresentada a seguir:

4
E Q. X
i=1

Dessa forma, pode-se formular um problema de maximizacéo

como segue:
n
Otimizar 2 ¢;.x;
=1
Sujeito as seguintes restricoes:
m
E ay X = b]_
=1
m
jzzllaz,j.Xj < b2
m
)X aj.X < bJ
=1
m
2 an;X < bm
=1
onde:
m = indices das variaveis de decisdo
n = nimero de restricbes
a = j-ésima coluna da matriz de restricées A = {ij}
b = limite mé&ximos e minimos das restri¢fes (right-hand-
sides)
Para um problema de minimizacdo, a funcdo objetivo seria a
seguinte:

n
Minimizar X c;.x;
=1

Sujeito as restricdbes representadas por um conjunto de
expressdes maior ou igual, seguindo a forma representada a seguir:

m
)X aj.X = bJ
i=1
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onde:

i
j

1...n
1..m

€,

Pidd [1998] argumenta que, ndo existe, entretanto, razdo que
proibba que problemas de maximizagdo ou de minimizacdo contenham
expressdes menor ou igual, maior ou igual, ou até mesmo igualdades.

4 O problema da minimizag&o dos custos de producao

Uma area em que a PL tem sido bastante utilizada é a de
producdo, onde se procura minimizar oS custos, bem como maximizar
receita e lucros. Existem diversas atividades que podem ser levadas em conta
nesse sentido, entretanto, a fim de melhor objetivar o presente trabalho, sera
descrito o exemplo formulado por Prado [1998, p. 54], que trata de uma
situacdo problematica de certa industria da area de alimentacdo, que produz,
entre outros géneros, determinado produto alimenticio R, cuja composicao
pode ser visualizada na Figura-1:

Figura-1: composicao produto 3

componentes sigla minimo (%) maximo (%)
gordura Gord 10 16
solidos de leite néo-gordurosos SLNG 10,5 13
total de sélidos de leite TSL 20,5 25
acucar 11 17
total de sélidos TS 37,5 41,5
agua 58,5 62,5
estabilizador 0,37 0,37
emulsificador 0,10 0,10

Fonte: Prado,1998.

Para a elaboragdo do produto 3, tem-se disponiveis as seguintes
matérias-primas (Figura-2):

Figura-2: matérias-primas disponibilizadas para fabricagao do produto 3

Nome % Gord | % SLNG|% TSL | % Acucar | % TS| % Agua | custo
X1 | creme 40% 40 54 45,4 454 54,6 27
X2 | creme 38% 38 5,6 43,6 436 | 56,4 26
X3 |leite 3,2% 3,2 8,7 11,9 119 | 88,1 3
X4 | leite 4,0% 4,0 8,6 12,6 126 | 874 3
X5 |leite c. gordo 8 20 28 28 72 Il
X6 |leite c. magro 28 28 28 72 3
X7 | manteiga 5 92 97 97 3 15
X8 | soélidos secos 95 95 95 5 10
X9 | sacarose 100 100 10
X10 | garapa 67 67 33 9
X11 | estabilizador 80 20 55
X12 | emulsificador 78
X13 | dgua 100 0

Fonte: Prado, 1998.




VIII Congresso Brasileiro de Custos — Sdo Leopoldo, RS, Brasil, 3 a 5 de outubro de 2001

O que se pretende € determinar 0 custo minimo para a producdo
diaria de produto 3, que é de 100 kg.

Formulando-se matematicamente o modelo de programacao
linear para o problema em questao tem-se:

Minimizar Custo X 27x1 + 26x2 + 3x3 + 3x4 + 7x5 + 3x6 + 15x7 + 10x8 + 10x9
+ 9x10 + 55x11 + 78x12

Sujeito as seguintes restricdes:

guantidade a ser produzida:
X1 + X2 + X3 +xX4 + X5 + X6 + X7 + x8 + x9 + x10 + x11 +x12 + x13 = 100

minimo de gordura:
0.4x1 + 0.38x2 + 0.032x3 + 0.04x4 + 0.08x8 + 0.05x10 > 10

maximo de gordura:
0.4x1 + 0.38x2 + 0.032x3 + 0.04x4 + 0.08x8 + 0.05x10 < 16

minimo de solidos de leite ndo-gordurosos:
0.054x1 + 0.056x2 + 0.087x3 + 0.086x4 + 0.2x5 + 0.28x6 + 0.92x7 + 0.95x8 >
10.5

maximo de sélidos de leite ndo-gordurosos:
0.054x1 + 0.056x2 + 0.087x3 + 0.086x4 + 0.2x5 + 0.28x6 + 0.92x7 + 0.95x8 <
13

minimo total de soélidos do leite:
0.454x1 + 0.436%x2 + 0.119x3 + 0.126x4 + 0.28x5 + 0.28x6 + 0.97x7 + 0.95x8 >
205

maximo total de sdlidos do leite:
0.454x1 + 0.436x2 + 0.119x3 + 0.126x4 + 0.28x5 + 0.28x6 + 0.97x7 + 0.95x8 >
25

minimo de acucar:
x9 + 0.67 x10> 11

maximo de acucar:
X9 + 0.67 x10 < 17

minimo total de soélidos:
0.454x1 + 0.436x2 + 0.119x3 + 0.126x4 + 0.28x5 + 0.28x6 + 0.97x7 + 0.95x8 +
X9 + 0.67x10 + 0.8x8 > 20.5

maximo total de sélidos:
0.454x1 + 0.436x2 + 0.119x3 + 0.126x4 + 0.28x5 + 0.28x6 + 0.97x7 + 0.95x8 +
X9 + 0.67x10 + 0.8x11 > 25
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minimo de &gua:
0.546x1 + 0.564x2 + 0.88x3 + 0.874x4 + 0.72x5 + 0.72x6 + 0.03x7 + 0.05x8 +
0.33x10 + 0.2x11 + x13 > 58.5

maximo de agua:
0.546x1 + 0.564x2 + 0.88x3 + 0.874x4 + 0.72x5 + 0.72x6 + 0.03x7 + 0.05x8 +
0.33x10 + 0.2x11 + x13<62.5

percentual de estabilizador:
x11 =0.37

percentual de emulsificador:
x12=0.1

Estabelecido o modelo matematico do problema, o passo seguinte
€ a resolugdo do mesmo. Atualmente, diversos softwares apdiam o decisor
nesta tarefa. Neste trabalho, optou-se pela utilizacdo do software LINDO®, da
LINDO SISTEMS.

Realizando as iteracbes obteve-se como solugdo 6tima, o valor
objetivo de R$ 1048,40, conforme Figura 3 :

Figura-3: solucdo otima por meio do software LINDO

LINDD Solver Status ]|
— Optimizer Status
Status: Optimal
Iterations: 20
Infeaszibility: ]
Objective: 1043 4
Best IP: Hod
IP Bound: Hod
Branches: Hod
Elapzed Time: oo:00:0:2

Update Interval: IZI

Intermpt Salver |

Isso significa, que o custo minimo, para que sejam atendidas
todas as exigéncias de fabricacdo do produto 3, na quantidade especificada, é
de R$ 1.048,40.
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Em uma tela posterior, o0 LINDO apresenta as matérias-primas e
seus percentuais na composi¢do do produto 3, conforme Figura-4:

Figura-4: percentuais de utilizacdo das matérias-primas na producao de R

File Edit Solve Heportz Window Help

DglEaEE DlERREEER 22 ZaAE 2ER (2]

E= Reports Window I [=] E3
=
LPF OPTIMUHM FOUND AT STEP 28 [
OBJECTIVE FUNCTIOM VALUE
1) 1848 . 404
UARIABLE UALUE REDUCED COST
I1 24 424755 6.000000
12 8.p00000 8.338837
13 0.6800000 8.519414
I4 55.752453 0.000000
15 0.000000 B8.812655
I6 8.000000 8.527118
17 8.p00000 1.953770
I8 7.248792 0.000000
19 12 184881 0.000000
118 A.0000008 2.522017
I11 8.370000 6.000000
112 8.10080080 8.800000
113 0.6800000 B.672779
Il A

Dessa forma, x1 (creme 40%) estara presente na formulacdo do
produto 3, no percentual de 24,42%; x4 (leite 4,0%) com 55,76%; x8 (sélidos
secos) com 7,25%; x9 (sacarose) com 12,10%; x11 (estabilizador) com 0,37%
e; x12 (emulsificador) com 0,10%, perfazendo assim, o percentual total do
produto 3 (100%).

5 Consideracdes finais

O presente trabalho teve por objetivo apresentar a programacao
linear como ferramenta da pesquisa operacional utilizada para minimizar os
custos de producéo.

Inicialmente  contextualizou a importancia da modelagem
matematica como forma de estruturar e solucionar modelos quantitativos que
possam ser resolvidos matematicamente. Mostrou como a pesquisa
operacional, e mais especificamente, a programacéo linear esta inserida neste
cenario.

Em um segundo momento, a programacao linear foi discutida. O
problema padrdo de programacao linear foi representado algebricamente.
Verificou-se algumas peculiaridades a respeito dos problemas de programacéo
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linear, bem como suas hipoteses de proporcionalidade, aditividade,
divisibilidade e ndo negatividade, e linearidade.

Na sequéncia, foi apresentada a formulacdo e resolucdo de um
problema tipico de minimizacdo de custos de producdo por meio da
programacao linear. Buscou-se promover a interacdo entre a representacao
matematica e os problemas usuais resolvidos pela programacao linear, através
do célculo de minimizacdo dos custos de produgdo, usando-se para iSSO 0
software LINDO®.

Espera-se que este trabalho tenha, de alguma forma, contribuido
para um melhor entendimento sobre as perspectivas de utilizacdo dos recursos
da pesquisa operacional, mais especificamente a programacao linear, nos
problemas relacionados a minimizacdo dos custos de producéo.
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